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DIFUSION MOLECULAR EN FLUIDOS
Prof. Claudio Olivera Fuentes
Departamento de Termodinamica y FenOmenos de Eramsia

1. CONCEPTOS Y DEFINICIONES

1.1. Introduccion.

Todo fluido en equilibrio cumple cuatro condicisrecriterios termodindmicos:

() equilibriomecanicovelocidad y presion uniformes;

(i) equilibriotérmica temperatura uniforme;

(i) equilibriodifusiva potencial quimico de cada componente uniforme;
(iv) equilibrioreactiva energia de Gibbs nula para toda posible reaccion.

El incumplimiento de cualquiera de estas condisona origen a uno 0 mas
procesosirreversibles mediante los cuales el fluido busca llegar a stad® de
equilibrio. Estos procesos incluyen los llamaflogdmenos de transporfiEansferencias
o flujos de cantidad de movimiento o moméntum, deraalenergia, y de masa o
materig y lasreacciones quimicag\unque tradicionalmente se asocia cada uno ds ell
con un tipo “afin” de desequilibrio, e.g. la tragrgincia de calor con el desequilibrio
térmico o gradiente de temperatura, existen mucasgs dénteracciono acoplamiento
de flujos y gradientes “cruzados”; por ejemplo, deesencia de un gradiente de
temperatura puede inducir (ademas del flujo derraloflujo de masa, el llamaddecto
Soreto difusion térmicareciprocamente, la existencia de gradientes tenpial quimico
o de composicion puede ocasionar (ademas del flajonasa) un flujo de calor, el
llamado efecto Dufour La situacién general es resumida en peincipio de
equipresencia mientras no se demuestre lo contrario, cualquieadignte o fuerza
impulsora que puede dar origen a un tipo de tramspioreversible, es capaz también de
ocasionar todos los demas tipos de flujo.

La relacion de causa y efecto entre flujos y gnaidis se establece a través de las
llamadasecuaciones constitutivagjemplos de las cuales son‘lay” de Newton que
vincula esfuerzos (interpretables como flujos dendatum) con gradientes de velocidad,
y la“ley” de Fourier, que relaciona flujos de calor y gradientes deperatura. Este tipo
de ecuaciones no son verdaderas leyes, por cuanse trata de principios de validez
universal (aplicables a todos los materiales ygsos, como las leyes de conservaciéon de
masa, momeéntum y energia), sino de modelos paraniducta de alguna clase limitada
de sustancias, posiblemente de origen empiricajamdo mucho semitedrico. Asi, la
“ley” de Newton es valida so6lo para los fluidogriiedos (obviamente) newtonianos; los
restantes fluidos son “no newtonianos”, y paraset® ha propuesto una gran variedad de
otras ecuaciones constitutivas.

! Los efectos de interaccién de mayor importancéira involucran materiales que poseen propiedades
eléctricas 0 magnéticas. Por ejemploefelcto termoeléctriceen el cual la aplicacién de un gradiente de
temperatura a un conductor bimetalico genera ya #léctrico (y una diferencia de potencial), ebdae

de la medicién de temperatura con termopares.€et@feciproco, consistente en la creacion deujm dle
calor (y una diferencia de temperatura) por imposice un gradiente de potencial eléctrico, se ceno
comoefecto Peltiery es utilizado en la construccion de refrigeradajue operan con pequefios voltajes y
sin partes moviles.
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En el caso de la transferencia de masa, se deadifusional movimiento relativo
de los componentes de una mezcla, con velocidadesduales diferentes en magnitud
y/o direccidén, cuyo propoésito Ultimo es establecer estado de uniformidad de
potenciales quimicos (equilibrio difusivo) en tddaextension del sistema. En sistemas
homogéneos (i.e. en un Unico estado fisico, sedosdlquido o gaseoso), el proceso
irreversible “natural” y mas importante de esteotips ladifusion molecular que
corresponde al movimiento de los componentes atad® por gradientes puros de
composicion, i.e. en ausencia de otros efectospgeean influir sobre los potenciales
qguimicos de los componentes de la mezcla. Puestcefjpotencial quimico depende
también de la presion y de la temperatura, losignées de estas propiedades pueden
inducir gradientes de potencial, ocasionanddifiasion por presiono la ya mencionada
difusion térmicaTambién la accion de un campo de fuerzas exteguascrea gradientes
de energia potencial (la cual se suma al potengigthico, constituyendo un potencial
“ampliado”), da origen a ldifusion forzadaempleada e.g. en la separacion de mezclas
por sedimentacion (fuerza gravitacional) o cengafzion.

1.2. Densidades y composiciones.

Si una pequeiia muestra de volunddtomada de una mezcla contiene cantidades
omy, A, ..., N, de los diferentes componentes, thsisidades individualede estos
componentes en el punto de muestra son

Py = Iimo% , k=12,...n 1)

y ladensidad globatle la mezcla es

L= px 2)

Como alternativa, si la cantidad de cada compensatcuantifica en moles, se
tienen las densidades molacesoncentraciones individuales

Cx = lim % , k=12,...n 3)

d/%o

y laconcentracion globatie la mezcla,

c=> ¢y (4)
k=1
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Las densidades y concentraciones individuales et&cionan a través de los
respectivos pesos moleculaMg

M, =2k | k=12,.n 5)
Ck

Una relacion anéloga es vélida para la mezclangtduye de hecho ldefinicion
de su peso molecular,

— k=1 — k=1
R (6)
Ck Zil\/l ZCK
k=1 k=1"V"k k=1

Notese que las propiedades de la mezcla se dassgmaubindices. Es importante
también advertir quex y ¢ no son las propiedades de los componentes pwios
indican la masa o moles de cada compongreunidad de volumen de la mezolale
decir, “disuelto” o “diluido” en los demas compobesn Como muestran las ecs. (2) y
(4), estas densidades y concentraciones son ur@dinade la densidad y concentracion
global de la mezcla, por lo cual pueden ser sigmiftamente menores que los
respectivos valores para el compuesto puro.

Ejemplo Se mezclan volumenes igualgsde n componentes que forman upa
disolucién ideal si la densidad de cada compuesto pur@’gs¢cuéles son sus
densidades individuales en la disolucion, y cuélleeslensidad global de la
mezcla?

La masa de cada componentengs= V. Como los volimenes son aditivps
(disolucion ideal), el volumen global de la mezetaV, y la densidad individua
de cada componente en la mezcla sera

Pk :W_ﬁpk

0 sea, tanto menor cuanto mas componentes comstitaymezcla. La densidad
global, por otra parte, serd el promedio aritméti® las densidades de Ips
componentes puros,

n 1 0 1 n 0
P=2 =P =D
k=N Ni=1

La composicion de la mezcla indica las proporciones relativasreeribs
componentes que la forman. Las dos medidas uswalesjadas a las anteriores, son las
fracciones masicas
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Pr Pk @)
0

n
2P
j=1

y lasfracciones molares

C Cy

=" (8)
2.6
i=1
La ec. (6) puede ser escrita en términos de &sigones como
1 n Wi n
M:ZM_k , M=) My 9)
k=1"V'k k=1
Sumando las ecs. (7) y (8) para todos los compesee encuentra
n n
dwe =Y x =1 (10)
k=1 k=1

i.e. hay sélo n — 1 fracciones independientgs que una de ellas siempre puede ser
calculada por diferencia con respecto a la unidad.

1.3. Velocidades y flujos.

El movimiento macroscoépico de los componentes e mezcla se describe en
términos de sugelocidades individuale&on respecto a un sistema fijo de coordenadas),
designadas por.” Estas son variables vectoriales que, como sedm® dpueden diferir
entre si tanto en magnitud como en direccion. Cnos en general los vectores por
letras negritas.

El flujo masicode cada componente es el veatQrobtenido al multiplicar su
velocidad [Lt™] por su densidad [M~]; representa la masa transportada (en la direccion
de movimiento del componente) por unidad de ama tempo, [Mt7:

N =PV , k=12,..n (11)

2 El movimientomicroscépicoes estocastico; la velocidad molecular es una harialeatoria, regida por
una funcién de distribucién que expresa la proiddl de que una molécula tenga componentes de
velocidad entrey y vy + dv, Vs Y W + dv, V, Y v, + dv,. La velocidadmacroscopicadepende del valor
medio o0 esperadovg \, V> de esta distribucion, y de la frecuencia de amtiss, y equivale al
desplazamiento neto de un nimero suficientementedgr(“estadisticamente significativo”) de molésula
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De manera anéaloga, el vector ftigo molar N, [mol'L?t"] es el producto de la
velocidad por la concentracion:

Nk =CkVk k = 12,...n (12)
y representa el transporte en moles por unidadreke Vade tiempo. Por la ec. (5), los
flujos masico y molar de cada componente estarcioglados a través de su peso
molecular,

Nk :Mka , k:1,2,...,n (13)

El flujo global de la mezclaes la suma o resultante vectorial de los flujos
individuales; en las respectivas unidades masicaslgres se define como

n= Zn:nk (14)
k=1
N = Zn: Ny (15)
k=1

(nGtese nuevamente que la ausencia de subindictadena valor para la mezcla). Por
analogia con las ecs. (11) y (12), se pueden extpesstos flujos como productos de la
densidad o concentracion por wlocidad de la mezclasto representa de hecho la
definicion de dicha velocidad, y el resultado es diferentecata caso. Laelocidad
masica medido velocidadbaricéntricg es

n n
DM D2 PRVK n
V= ﬂ — k=1 — k=1 — ZWka (16)
p n p k=1
z Pk
k=1

n n
N 2N Do
Vl:J = = k:nl = k=1 = Z XkVk (17)
c e c =
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Esto muestra quia definicibn de una velocidad para la mezclaagsitraria. No
existe una definicion Unica, y hay otras posibdiels aparte de las arriba descritas, todas
ellas de la forma general

n
D AV
k=1

n
> A
k=1

A

v' = (18)

Las velocidades de difusidbde los componentes son sus velocidacdativas
(“referidas”) a la velocidad mediaLos flujos difusivosse obtienen como producto de
estas velocidades y las densidades o concentraci@spectivas. Nuevamente, estas
definiciones son convencionales y arbitrarias, ystexen principio una variedad de
combinaciones posibles entre velocidades de refieren unidades de concentracion,
pero las dos variantes mas utiles y logicas, ppormas de consistencia, sonfleljo
difusivo masico relativo a la velocidad masica ragdi

jk E,Ok(Vk_V) ) k:1,2,...,n (19)
y elflujo difusivo molar relativo a la velocidad molaredig
Je=c (v -vY) , k=12,..n (20)

Puesto que estos flujos representan diferencaesswaaciones entre el movimiento
individual y el movimiento promedio de la mezcla,ecuentra que la suma de ellos es
nula, e.g. en el caso masico,

M:

IPEDW AR EDI AT —(Zpk}v=pv—p\/=0 (21)

1 k=1 k=1 k=1

=~
I

donde se ha hecho uso de las ecs. (2) y (16). i®afsimilar, se puede demostrar para el
caso molar que

i\] . =0 (22)
k=1

i.e.,hay solo n — 1 flujos difusivos(méasicos o molamedg¢pendientes
Por ultimo, combinando las ecs. (11), (16) y @®}iene
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. . n
Nk = PxVk :Jk+kaka+pk;

qgue con la ec. (7) lleva a
Nk :jk +wn k:1,2,...,n (23)
El resultado anélogo para variables molares es

Nk :Jk+XkN , k:1,2,...,n (24)

1.4. Difusion y conveccion

Las ecs. (23) y (24) muestran que el flujo de camaponente es el resultado neto o
la superposicion de dos contribuciondgusiony conveccion El transporte convectivo
proviene del movimiento global o conjunto de la al@zon un flujo masico o molar
N, del cual una respectiva fracciéwm o X, corresponde a cada componekte El
transporte difusivo es el movimiento del componertativo (“adicional”) al de la
mezcla, y estd dado directamente por los respectlus jx y Jk. ESta separacion de
términos es de importancia fundamental, porquenesanismos que originan la difusion
y la conveccion son diferentes. La difusién, comda dicho, es el movimiento relativo
de los componentes causado por los gradientestdeqgia quimico; puede considerarse
como una transformacidimterna de la mezcla en procura de establecer un estado de
equilibrio. La conveccién, en cambio, tiene su enign factores mecanicos o energéticos
externos(e.g. accion de una bomba, gradientes de predifrencias de nivel) que
ocasionan el movimiento de la mezcla “en bloqua’como si fuera una sustancia pura.

Como consecuencifs flujos netos de transporte de los componenteguedan
completamente determinados por los factores intequee impulsan la difusiombebido
a las ecs. (10), (15) y (22), la ec. (24) proparaigdlon — 1relaciones independientes,
gue no bastan para calcular Insflujos netos. Se requiere un dato o una ecuacién
adicional, que es la llamadandicion de determinaciérEn casos complejos, puede
provenir de la resolucion de las ecuaciones deerwasion de cantidad de movimiento o
de energia, pero hay algunas condiciones de deigciin sencillas que reflejan
caracteristicas fisicas del sistema o del prockas.mas importantes de éstas en la
practica son:

(@) Contradifusion equimolarEl flujo global de la mezcla es nulo. Este egdtimente

el caso cuando el proceso difusivo se realiza erecipiente cerrado e inmovil, e.g. en
estudios de laboratorio, pero puede ocurrir tameigéraplicaciones dinamicas a escala
industrial. En una torre de destilacion, por ejemfd corriente de vapor que sube desde

% En términos generales, la conveccion de cualquimiedad fisica es el transporte de dicha propieda
como consecuencia del movimiento del fluido. Asly transporte convectivo de cantidad de movimiento,
de energia, de entropia, etc.
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el fondo de la columna se pone en contacto cooriéeate de liquido que baja desde el
tope de la misma, produciéndose la transferenciandsa entre ambas fases; los
componentes livianos o mas volatiles se transfiedeh liquido al vapor, y los
componentes pesados o menos volatiles, en la direaaversa. La energia requerida
para este intercambio (salvo pérdidas de calorfgilas en el aislamiento térmico de la
torre) no proviene del exterior; el calor necesaaoa la evaporacion de los volatiles es
esencialmente suministrado por la condensacionogend volatiles. Si las entalpias
molares de vaporizaciéon de todos los componentesssuilares (como ocurre en
mezclas de hidrocarburos), la cantidad de molepaggdos sera virtualmente idéntica a
la cantidad de moles condensados, i.e. no habraarizcionglobal de los moles de cada
fase (aunque si de su composicion, porque en eidgdisminuyen los moles de
componentes livianos, y aumentan los de compongetesdos, en tanto que en el vapor
ocurre lo contrario). Por esta razon, esta condidé determinacion suele llamarse
condicion de destilacion

(b) Difusion unimolar Sélo hay transporte neto de un componente; lgesflde los
restantes componentes son nulos. Esta condiciéh rmemtmalmente asociada a la
transferencia de masa entre fases cuando los cemigsnde una fase sorsolublesen

la otra (e.g. un liquido no volatil que no se tfeme a la fase gaseosa, 0 un gas no
condensable que no se transfiere a la fase liquil@)una torre de absorcion, por
ejemplo, una corriente gaseosa que contiene un @wenge que se desea recuperar
(porque es valioso como materia prima o productppm@ue es nocivo y no puede ser
descargado al ambiente), se pone en contacto cdiguido especialmente elegido en
funcion de suselectividad vale decir su capacidad de disolver (“absorbedlo el
componente deseado. Por esta razon, esta condleid@eterminacion suele llamarse
condiciobn de absorcignaunque también se presenta en otros procesas daltao
separacion usando membranas semipermeables (qae pstructura permiten el paso de
ciertos fluidos, e.g. de pequefio tamafio molecolamtras impiden el paso de otros). En
el caso de mezclas binarias, esta condicion seceooomoflujo de A a través de B
estancado La denominacién general d#fusion unimolar es engafosa; para que el
transporteneto de un componente sea nulo, no se requiere queay® difusion ni
conveccion, sino solamente que el flujo difusivaa ssontrarrestado por el flujo
convectivo, i.e. que se cancelen mutuamente,<kda. (24) y (25).

(c) Difusion estequiométricaLa proporcion entre los flujos de los componerdss
determinada por una reaccion quimica. Esta comdeadproduce cuando el transporte de
los componentes esta vinculado al desarrollo dereaecion, e.g. en la vecindad de una
superficie catalitica; los “reactantes” son tramsmis hacia la superficie en la
proporcion requerida por la reaccion, y los “prddst son removidos de la misma en la
proporcion en que se generan por la reaccion. lem@emetria de la reaccion fija estas
proporciones: cada flujo es proporcional al respectoeficiente estequiométrico,
incluyendo el signo (i.e. reactantes y productomseven en direcciones contrarias); en
particular, el flujo de los componentes inertesds.
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2. ECUACIONES CONSTITUTIVAS DE LA DIFUSION MOLECULAR

2.1. Sistemas binarios: “Ley” de Fick.

Como se dijo en la Seccion 1.1, las ecuacionestitativas, que expresan la
relacion funcional entre los flujos de transportay fuerzas impulsoras que los causan,
no son leyes universales, sino modelos de compiméonde alguna clase especial de
materiales. Pueden tener una base tedrica, o @eciabnente empiricas. Este ultimo es
el caso de la ecuacién propuesta por Fik 1855 para la difusiéon ordinaria, sin mas
justificacién que la analogia con la ecuacion derieo para conduccion de calor (aunque
mas tarde la defendié con razonamientos molecubaiesn mediciones experimentales):

- _pYd

NP ra [incorrecta] (2.2)

Asi escrita, esta ecuacion esta limitada a lssdifuunidimensional (en direcci@h
en una mezcla binaria. Aun asf conceptualmente incorrecf@orque un gradiente de
concentraciondca/d2 no necesariamente implica un gradiente de coro@os{dx./d2),
ya que la concentracion depende también de la ratope y la presion de la mezcla. Por
ejemplo? la concentracién molar de oxigeno en aire (21 %arue Q) a 100 kPa y 288
K es (0,2%100)/(8,3145%288) = 8,7710° kmol/nt, suponiendo comportamiento de gas
ideal. Si el aire se pone en contacto con un radjadg. a 373 K, la concentracion dg O
en el aire adyacente a la superficie del radiaddf@x100)/(8,3145%373) = 6,7710°
kmol/m®. Esta diferencia de concentraciones lejos y ageda superficie caliente se debe
exclusivamente a la diferencia de temperaturas;dguecasionar un movimiento
convectivodel aire, como consecuencia del gradiente de dashgmbnveccion “libre”),
pero no habra flujdifusivodel G, porque no hay diferencia de fracciones molaresla
mezcla de gases es homogeénea.

Debido a lo anterior, la formulacion moderna ddela de Fick emplea fuerzas
impulsoras basadas en fracciones molares; la fgenaral para sistemas binarios con
difusion multidireccional es

Jp =—CDpg0xp [correcta] (2.2)

donde Dxg, llamadocoeficiente de difusido difusividad binariadel sistema, es una
propiedad fisica de la mezcla g/ B, y varia en general con su naturaleza, estadwfisi

* Adolf Eugen Fick (1829 — 1901), medico aleman. 8stsidios sobre difusion tenfan por fin entender y
modelar el transporte biolégico de materiales disagespecialmente nutrientes en la sangre. Enuise
muchas contribuciones en fisiologia fisica destdeafabricaciéon, en 1887, de los primeros lentes de
contacto de uso practico, y la formulacién del fipipio de Fick”, que utiliza un balance de masaapar
calcular el flujo sanguineo bombeado por el coraaguartir de mediciones del oxigeno ingresadordera
la respiracion, y de las concentraciones de oxigera sangre arterial y venosa.

® Esta es la “paradoja del radiador”. Véase T. kerbod, R. L. Pigford y C. R. Wilkdransferencia de
Masa Géminis, Buenos Aires (1979).
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temperatura, presion y composicion. Puede verssugidimensiones fisicas sor.fL],

las mismas que para la viscosidad cinematica (/p empleada en transferencia de
momeéntum, y para la difusividad térmica= k/(oC,) propia de transferencia de calor.
Desde ya, esto sugiere usianilitud o analogiaentre estos tres fendmenos de transporte,
gue tiene importantes consecuencias en el estedetdansferencia de masa.

Segun la ec. (2.2), la direccién del vector dftlifusivo es opuesta a la del vector
de gradiente de composicion, i.e. el componentendd desde donde su composicién es
mayor hacia donde es menor. La magnitud del flajmsrementa cuando hay (i) una alta
concentracion, i.e. gran niamero de moléculas pteseriii) un fuerte gradiente de
composicion, i.e. un sistema muy alejado del dopnlj (iii) un elevado coeficiente de
difusion. Se ve asi que el coeficiente de difusi@presenta la facilidad intrinseca de
desplazamiento o “movilidad” de las moléculas ewlitolucion; podemos interpretarlo
como una “conductancia”, y su inverso o recipro&bak equivale a una “resistividad”.
Por eso, las difusividades binarias de mezclasogaseson mayores que las de liquidos, y
éstas a su vez superan a las de sélidos.

La ec. (2.2) es una ecuacion vectorial, equivalentin sistema de tres ecuaciones
para las respectivas componentes de los vecthygs [Ixa, una por cada direccion
coordenada. La Tabla 2.1 resume las formulas paradmponentes del vector gradiente
en coordenadas Cartesianas rectangulares, cikisgdgiesféricas polares.

Puede verse ahora que la forma originalmente psipyor Fick es correcsdlo
para mezclas de concentracion total uniforaéndependiente de la posicion), ya que
para esos casos la ec. (2.2) se transforma a

Jp == CDpg0xp == Dagl(cxa ) = —Dpglicy [c constante] (2.3)

Por ejemplo, la ec. (2.3) es aplicableazclas de gases ideakegpresion y temperatura
uniformes, para las cuales = P/RT es constante. También constituye una buena
aproximacion pardisoluciones liquidas muy diluidastemperatura uniforme (y también
presion, pero esta variable influye poco sobrepiagpiedades de los liquidos), cuya
concentracion molar y densidad son virtualmententidés a las del solvente puro.
Lamentablemente, muchos textos continGan presemti@sdecs. (2.1) y (2.3) como si
fueran vélidas sin restricciones.

En principio, no hace falta formular una ecuaaidnstitutiva para la difusion del
componenteB en la mezcla binaria, porqulg = —Ja, ec. (E1.20). En general, en un
sistema den componentes hay sOlo — 1 ecuaciones constitutivas independientes para
difusién. En todo caso, la “ley” de Fick paaseria la misma ec. (2.2), s6lo que con los
indicesAy B permutados, y por las ecs. (E1.10) y (E1.20) séria

J B~ _C®BADXB = (_‘]A ) = _C®BA( _DXA ) = ‘]A = _C@BADXA

de manera que
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Tab

la2.1

Operaciones vectoriales en distintos sistemas deocdenadas.
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Dgp = Dag (2.4)

i.e. las difusividades “d& enB” y “de B enA” son idénticas, y el coeficiente de difusion
es una propiedadel par de componentes A — Bhora bien, dado que este coeficiente
depende en general de la composicién de la mezelppsible (sobre todo en liquidos)

que el valor de®Dxg varie significativamente de un extremo a otro daigo de

composicion; como la (desafortunada) notacion babipara los valores limites de la
difusividad es

D% = lim D g [“Ainfinitamente diluido erB”] (2.5a)

Xp -0

D3y = lim D [“B infinitamente diluido ed\’] (2.5b)

Xg -0

algunos autores hablan de la difusividad “de unpmmnte a través de otro” o “de un
soluto a través de un solvente”. Estas expresicaescen de sentido; el transporte
difusivo es caracterizado solamente por las vedol@d relativas, y cualquiera sea la
composicion de una mezcla, la facilidad de movitdede A a travées deB es
exactamente la misma que laRla través dé.

La “unicidad” del coeficiente de difusién, i.e. sapacidad de resumir en un Unico
valor la movilidad difusiva de una mezcla, se viagrada al convertir la ley de Fick, ec.
(2.2), a unidades mésicas. Para ello, se transfoehflujo mediante la ec. (E1.22), la
concentracion mediante la ec. (1.6), y el gradiemdiante la ec. (E1.13):

M. 0 M 2
Jp=—CDpglx, = == 1D Ow
A ABEXA |:MAMBJA:| [M} ABl:MAMB A}
Simplificando, resulta

ia =—0D 0wy (2.6)

i.e. el coeficiente de difusion es el mismo pardbasrversiones de la ley de Fick [pero no
para versiones “hibridas”, e.g. si se expresaugb filnolar en funcion del gradiente de
fraccion masica, o cualquiera otra conversion indeta de las ecs. (2.1) y (2.6)].

2.2 Sistemas multicomponentes.

2.2.1 Efectos de interaccion difusiva.

De acuerdo con el principio de equipresencia (8ect.1), debe esperarse de
antemano que cada uno de los flujos difusivos e mezcla multicomponente sea
consecuencia dedos los gradientes de composicion, o igualmente, quda aino de
estos gradientes pueda dar origen a flujo®deslos componentes. [Este principio fisico
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es el mismo que justifica que un gradiente de teatpe pueda dar origen no solo a un
flujo de calor, sino también a uno de masa o acmnd@ente eléctrica, o que un flujo de
calor pueda ser causado no solo por un gradientnggeratura, sino también por uno de
concentracion o uno de potencial eléctrico]. Egflestos cruzados, de acoplamiento o
interaccion entre diferentes gradientes y flujosenaque las mezclas multicomponentes
puedan exhibir conductas que serian imposibleseztias binaria8 Tres casos merecen
especial mencion:

(@) Difusion osmotica donde un componente de la mezcla difunde pesaeasqg
gradiente de composicion es nulo,

‘Ji #0 |:|Xi =0

(b) Barrera de difusiondonde un componente de la mezcla no difunde ar plesque
su gradiente de composicion no es nulo,

‘]i =0 , |:|Xi #0

(c) Difusion inversa donde un componente no difunde en direccion dpuassu
gradiente de composicion, sino (en una 0 mas déifasciones espaciales) desde donde
su composicion es menor hacia donde es mayor,

O@J;.0x)zm

Todos estos efectos son facilmente entendiblevena@ue se acepta que, debido a
las interacciones energéticas (atraccion, repuls@sociacion, etc.) y geométricas
(tamafio, forma, orientacion, etc.) que existeneelais moléculas, el flujo difusivo de un
componente es consecuencia no solo de su propitiegta de composicion, sino
también de aquéllos de los restantes componensis.eA el caso (a), aun cuando el
gradienteldx; es nulo, los demas gradientes no lo son (al mandsdosellos, de lo
contrario la mezcla es homogénea, y no hay dif§s®impulsan la difusion de en el
caso (b), la contribucion de estos otros gradies¢espone a la déx y la compensa,
bloqueando la difusion dey en el caso (c), la suma vectorial de todasdasribuciones
da una direccion de flujo resultante que no comcidnx (ni posiblemente con ningin
otro de los gradientes).

El analisis anterior conduce directamente a laumson de unaley” de Fick
generalizadapara mezclas multicomponentes, en la cual lo®dlge expresan como
combinaciones lineales de los gradientes. Alteraatente, y con mejor base conceptual
y tedrica, lasecuaciones de Maxwell y Stefarpresan los gradientes de composicion
como combinaciones lineales de las velocidadegivata (o los flujos) de difusion.
Ambas formulaciones constitutivas seran descritdag Secciones que siguen.

® Algunos experimentos que demuestran la existereihde estos efectos de acoplamiento difusivo son
descritos por E. L. Cusslevjulticomponent DiffusionElsevier, Amsterdam (1976), y por R. Taylor y R.
Krishna,Multicomponent Mass Transfewiley, New York (1993).
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La difusion multicomponente también puede modelas medio de una extension
“‘ingenua” de la ley de Fick,

J i = —C@im |:|Xi (2 . 7)

donde D, es la llamadadifusividad efectiva propia de un sistema binario ficticio

constituido por el componente un seudocomponente que agrupa a todos los demas
i). Al emplear la ec. (2.7), es preciso aceptar lgugifusividad efectiva puede, segun el
caso, ser (a) infinita, (b) cero, (c) negativa, ye ¢gu valor depende no sélo de las
composiciones de la mezcla, sino también de lodigres de composicion de los
diversos componentes reales de la misma (o, lo gsiequivalente, de sus respectivos
flujos).

2.2.2 “Ley” de Fick generalizada.

En una mezcla decomponentes, hay sofo— 1gradientes de composicigm — 1
flujos difusivos independientes. Para evitar ecuss redundantes, la difusion
multicomponente se modela mediante una extensigiriean de la ec. (2.2) a estos flujos
y gradientes independientes, como

n-1
Ji ==¢)_DyOx , i=1..n-1 (2.8)
k=1

La ec. (2.8) constituye un sistemarde 1ecuaciones diferenciales, que en notacion
de matrices puede también escribirse como

J1 Diu D2 -+ Dipr | Ox
Y2 |__g P Pz Dopa | Do (2.9)
Jn1 Dni11 Dni12  Dpapa \EXpg
0 simbolicamente como
(J)=—¢[D)(Ox) (2.10)

En estas ecuacione®i son los coeficientes de difusiorfo difusividades)
multicomponentesy [D] es lamatriz de coeficientes de difusjoque es una matriz
cuadradarn{ — D)x(n — 1). Los elementos diagonal&; se conocen comooeficientes
principales los elementos extradiagonalBs (i # k) se llaman tambiémroeficientes
cruzados Es muy importante hacer algunas advertenciagcesp estas difusividades:

(@) Los coeficientes multicomponent@g no coinciden con las difusividades binarias,
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Dk 2Dy, ik=1..,n-1 (2.11)
excepto en el caso trivial en que 2y la ec. (2.8) se reduce a la ec. (2.2).

(b) En general, los coeficientes cruzaddg no describen o miden interacciones
especificas del par de componernite, y por lo tanto, no hay un requisito de simetria,

Dikkai si i#zk , i,k:1,...,n—l (212)

(c) Tampoco hay una interpretacidon para los eleosergrincipalesDj, ni una
restriccion teorica sobre cada uno de ellos; simaego, la evidencia experimental
disponible muestra que estos elementos son sigropivos,

D; >0 , i=1..n-1 (2.13)

(d) Para un mismo sistema, los valores numéricdssiBy cambian, dependiendo de
como se numeren los componentes (incluyendo cualesgne como eh-ésimo).
También cambian con el tipo de concentracion yalecidades de referencia empleadas,
e.g. si la ec. (2.8) se reformula en términos daesidades y flujos masicos,

n-1
ji ==pY DiOw , i=1..n-1 (2.14)
k=1

los coeficiente®’x son distintos de loBj.

A cambio de todas estas limitaciones, los coefiee de difusion de Fick
generalizados son faciles de determinar por medididecta de flujos y composiciones;
por ello, la mayoria de los datos experimentalebresodifusion en sistemas
multicomponentes corresponden a estos coeficieatesjue debe tenerse cuidado de
verificar que concuerden con las definiciones dapmsiciones y flujos deseadas, y de
hacer las conversiones necesarias en caso contgiomismo, es preciso tener en
cuenta que la matriz [D] puede variar fuertemerde & composicién de la mezcla;
coeficientes medidos para una cierta composiciéed@u ser totalmente inadecuados
para otras composiciones del mismo sistema.

2.2.3 Ecuaciones de Maxwell y Stefan.

Tal como ocurre con la ley de Fick, las hoy llaasmdecuaciones de Maxwell y
Stefan” para difusién molecular difieren de la \@nsque dieron sus autores originales.
En sus estudios sobre teoria cinética de los gifeayell’ en 1860 analizé los cambios

" James Clerk Maxwell (1831 — 1879), fisico escoté® de los fisicos mas importantes del siglo XIX,
comparado por muchos con Newton y Einstein. Enulasideyes del electromagnetismo, y senté las bases
para la teoria ondulatoria de la luz. Realizé t@&mhyrandes contribuciones en termodindmica y teoria
cinética de los gases.
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de cantidad de movimiento asociados con los chomasculares, y concluyé que el
efecto neto de las colisiones entre moléculas decdmponentes diferentes es producir
sobre cada uno una fuerza proporcional a su veldaidlativa (de igual magnitud para
ambos, pero de direccion opuesta, conforme alipionde accion y reaccion). Para gases
ideales en estado estacionario, y en ausenciarde fterzas externas, un balance de
cantidad de movimiento muestra que esta fuerzaiamasina disminucion de presion
parcial,

0Py, a caCg(Va-—Vg) [gases ideales] (2.15)

Maxwell traté inicialmente sélo el caso binaritefarf propuso en 1871 un sistema
de ecuaciones de movimiento para fluidos no visgogee incluia una generalizacion de
la ec. (2.15) al caso multicomponente,

: n
O % =pfi-0OPR + ka PiPr(V; = Vi) [fluidos no viscosos] (2.16)
k=1

véalida para estados no estacionarios y fuerzadicionales a las de presion y colision. El
mismo Maxwell public6 més tarde una version muttiponente, sin demostracion, en
un articulo divulgativo en la Enciclopedia Britéaic

Las formulaciones anteriores no son apropiadaa pdusion en gases a alta
presion o en liquidos, que son fluidos no idealasto en el sentido hidrodinamico
(viscosos) como en el termodinamico. En estos cdasduerzas impulsoras correctas
para la difusibn molecular son los gradientes dermal quimico. En atencién a esto, la
version moderna de las ecuaciones constitutividadevell y Stefan toma la forma

n
DTp/Ji = _z Fika(Vi _Vk ) , i = 1, ,N (217)
k=1

Esta ecuacion amerita una explicacion detalladaprimero que se debe observar
es queexpresa los gradientes como consecuencia de lps,fjyno a la inversa, como lo
hace la ley de Fick (binaria o generalizada) y cgmudria parecer intuitivamente mas
“natural”. En realidad, la relacion de causa y &feentre flujos y gradientes no es tan
clara ni puede ser tajante, porque ambos se pagssimultdneamente cuando un sistema
no esta en equilibrio, y se hacen simultdneameutesral alcanzarse el equilibrio. Si se
desea, siempre es posible invertir la ec. (2.14);'despejar” los flujos (o las velocidades
relativas) como funciones lineales de los gradgente

8 Josef Stefan (1835 — 1893), fisico austriaco. €imlwoprincipalmente por sus estudios en radiacién
térmica, que incluyen la ley de radiacién del coenegro, descubierta experimentalmente por él, y
confirmada tedricamente por uno de sus alumnoswiguBoltzmann. Realizé también contribuciones en
teoria cinética de la conduccién de calor, y ensfierencia de calor en fluidos con cambio de fasea(
modelar la formacion de hielo en los Polos).
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La notacion empleada para el gradiente de potetgimico en la ec. (2.17) busca
indicar que se tratanicamente de la variacion debida a los cambioai@posicion
Como todas las propiedades termodinamicas de laslase los potenciales quimicos
dependen de la temperatura, presion y composi@bisistema, a traves de la formula
termodinamica

n-1

dy; = -SdT +VdP+ Z[
k=1

ou

] dx, (2.18)
X )T P X ek

donde aparecen las entropias y volimenes molareislpa de los componentes. Por lo

tanto, los gradientes de temperatura y de presiamdluido también crean gradientes de
potencial. Los flujos difusivos asociados con estiestos, sin embargo, caen dentro de
las categorias de difusion térmica y difusion desidn, y requieren un tratamiento

separado. La ec. (2.17) considera s6lo aquélle paitgradiente de potencial vinculada a
los gradientes de composicidn, correspondientedaditede la ec. (2.18) los términos de

presion y temperatura,

n-1 : n-1 .
drpi; = Z[Zﬂj dx, = Urpy; = Z[?J D% (2.19)
k=1\ P TPXjzekn k=1\ Pk TPXjzkn

La teoria de Maxwell y Stefan presenta una vigi@hodindmica del proceso de
difusion: al desplazarse con relacion a los dernagponentes, un componente “gasta’ o
“pierde” por “friccibn” parte de su potencial quitoi (energia asociada a las
interacciones composicionales en la mezcla). S&géan. (2.17), este consumo o pérdida
es mayor cuando (i) la concentracion de los restacdmponentes es alta, i.e. hay gran
namero de moléculas presentes por unidad de volufiigia velocidad relativa de
desplazamiento es alta; (iii) hay fuertes inter@oes especificas entre los componentes,
representadas por un valor alto del “coeficiente fidecion” Fi. Este coeficiente
representa por lo tanto la “resistividad” o diftadl intrinseca de movimiento relativo de
las moléculas dey k.

Maxwell y Stefan supusieron que los coeficienfgsrepresentaban verdaderas
fuerzas intermoleculares, y por lo tanto obededhmprincipio de accién y reaccion
independientemente del nimero de componentessistezina,

Fik = Fki , |,k =1,...,n (220)

Estas relaciones de simetria, denominadas masmenigirelaciones reciprocgsno
tienen una verdadera base tedrica. Los resultadok deoria cinética de los gases
demuestran que son validas, al menos en primeoxia@cion, para mezclas de gases de
baja densidad (gases ideales). Sin embargo, toamsevVidencias experimentales
disponibles permiten suponer que son aplicablegesaral a todo tipo de sistemas.
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Naturalmente, existen también interacciones elatse moléculas de un mismo
componente, pero como todas ellas se mueven en promedioacaorisma velocidagt,
no hay “deslizamiento” del componente respectoraisimo. En la ec. (2.17), el término
de velocidad relativa cok = i es idénticamente nulo, y no hace falta conocer el
correspondiente coeficienig.

Para introducir el concepto de “conductividadess’,definen laglifusividades de
Maxwell y Stefartomo inversamente proporcionales a los coeficked&efriccion; para
fines ulteriores, la definicibn mas conveniente es

RT _ Dy , ik=1--,n (2.21)

D.
ik C|:|k

Introduciendo esta definicion en la ec. (2.17@xgresando las velocidades relativas
en términos de los flujos molarégusivosde acuerdo con la ec. (E1.18), se tiene:

4 RTC XiJ i = X Jj
Orpld; RT e C (%3 —xJ) = Ik !
TPH = z CD|k k CiC (Xk ivk ) Ci kz:1 CDik
o, finalmente,
X; - XiJ L
—0 , i=1...,n 2.22
RT TPH = é CD|k (2.22)

La ec. (E1.18), de hecho, permite escribir estalt@do igualmente en términos de
los flujos molaresmetosde los componentes,

XI X Nk - XkNi .
O ——= =, i=1...,n 2.23
RT TPH = kzl cD;, ( )

Sin embargo, es preciso advertir aqui tambiénsjl@ n — 1 de estas ecuaciones
son independiente&sto ocurre porque, By P constantes, los potenciales quimicos son
funciones den — 1 fracciones molares independientes; por lo tame,dgradientes de
potencial quimico estan restringidos porelauacion de Gibbs y Duherana relacién
termodinamica que conduce a

n
> % Orp; =0 (2.24)
i=1

En efecto, sumando la ec. (2.22) paranlaemponentes de la mezcla se tiene
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EORLIVES I

i=1k=1 CIle

n.n yN n n N. .
- Z z A Tk Z Z a2 [separando en dos sumatorias]

5 XN : -
-2 : [por simetria de las difusividades]

D& XN S XNy , o :
=Yy A=A [intercambianda y k en la 22 sumatoria]

NN x Nk ... .
> > =2=£=0 [invirtiendo el orden de la 22 sumatoria]

Se ve entonces que las ecs. (2.22) y (2.23) cumplgéomaticamente con la
relacion de Gibbs y Duhem, i.e. no son todas inaddiates. Si se conocen todos los
gradientes de potencial, se pueden calculamles 1 flujos difusivos independientes
resolviendo la ec. (2.22), pero no se pueden caldosn flujos netosresolviendo la ec.
(2.23); para esto ultimo, falta un dato, ecuaci@specificacion adicional, que como ya
se ha dicho, constituye la llamad®ndicion de determinaciormdel problema de
transferencia de masa.

La presencia de los potenciales quimicos comoz&sermpulsoras hace que la
resolucion general de las ecuaciones de Maxweltefa® sea complicada o incluso
imposible, al menos por métodos analiticos. Afatiamente, la situacion se simplifica
mucho en el caso d#isoluciones idealesque son mezclas liquidas o gaseosas en las
cuales todos los componentes interactian entrensfoema similar (dicho mas
rigurosamente, las energias de interaccion entri@cmas dei y k tienen un valor
cercano al promedio de las energias de interadgcion y k — k). Este es el caso de
disoluciones formadas por sustancias similaresaturaleza fisica y quimica, tales como
mezclas de isbmeros (e@to, metay paraxilenos) o compuestos de series homologas
(e.g. n-alcanos). Es también el caso muy particlganezclas de gases a baja presion
gue se comportan como gases ideales (y en lassdaalenergias de interaccion entre
todoslos componentes son cero, y por lo tanto igual®slja estos sistemas, el potencial
guimico de cada componente depende soélo de suadrapcion molar, segun la relacion:

u® =g +RTInx, , i=1..,n (2.25)

siendog; la energia de Gibbs por mol del componente puependiente sélo de la
temperatura y presion del caso. Derivando estaiéelse tiene
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Opu® =—0x , i=1...n (2.26)
X;
de manera que las ecs. (2.22) y (2.23) se simgutifec

NxJde =%Jd: XN, —x N .
DN=ZM=ZM i=1...,n [solucién ideal] (2.27)

Por ultimo, es importante subrayar queddssividades binariasle la ec. (2.2), las
difusividades multicomponentds la ec. (2.8), y ladifusividades de Maxwell y Stefda
las ecs. (2.22), (2.23) y (2.28pn conceptualmente diferentes entre si, y en gener
tienen valores también diferentd®evisaremos en la Seccion siguiente algunasc&eni
para estimar o predecir estas difusividades, ymesealgunas situaciones limites muy
particulares en las cuales pueden llegar a tonmarsaho valor.

Ejercicio:
Escribir las ecuaciones de Maxwell y Stefan parasistema binario, y encontrar su
relacién con la ley de Fick.

Solucién
Para un sistema binario, hay s6lo una ec. (2riafypendiente. La escribimos para el
componente 1, y desarrollamos la sumatoria deldiedecho en forma explicita:
X1 _ Xdg = Xgdy | Xdo = Xpdy
S=Urpiy = +
RT cDq4 cDq»

El primer sumando es idénticamente nulo (no hapldeamiento del componente
con respecto a si mismo). Rebautizando los compemenmaA y B, para concordar con
la notacion habitual para sistemas binariak gor —J, de acuerdo con la ec. (E1.20),

9N —(Xatxg)Ja 9N

—[] = = Ja=—-CDpg—=0 (E2.2)

RT TPHA oD ns A AB T TPHA

Ahora necesitamos expresar el gradiente de palemgimico en funcién del gradiente
de fracciébn molar. Podemos hacer esto a partimdec| (2.19), pero es mas habitual
utilizar una relacion termodinamica que generdbzec. (2.25) para sistemas no ideales,

M4 =0 +RTIn(yix) , i=1...,n (E2.3)
dondey, el coeficiente de actividadnide la desviacion de la conducta de la disolutio
con respecto a la idealidad, y es a su vez unadiurae la temperatura, presion|y
composicion X;,...,%.1) de la mezcla. En el caso binario, hay sélo uaacfén molar
independientexy), y por derivacién de la ec. (E2.3) se tiene

Orppn = RTIMUIaXA) gy gy OV L
0Xp 0Xp  Xp

(E2.1)

o bien
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XA _(0Inyp
— = +1 |0x E2.4
RT TPHA (am X j A (E2.4)

Insertando este resultado en la ec. (E2.2), ga flaalmente a

olnya
Ja=-cD +1|0x E2.5
A AB[aln XA j A (E2.5)

Comparando con la ec. (2.2), se ve de inmediatlag! difusividades de Fick y de
Maxwell y Stefan estan relacionadas por

diny
Dan=D Al E2.6
AB = DAB| Gy, (E2.6)

Esta relacion es de gran importancia en el céalaldo difusividades binarias,
especialmente para mezclas liquidas.




